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Main results: Let G be a (closed) subgroup of the profinite group of 
automorphisms of the field of all algebraic numbers and assume G has a 
finite normal series with abelian factor groups. Then the commutator 
group G’ is cyclic (in profmite sense), and there is a normal metacyclic 
subgroup in G such that the factor group is finite cyclic. If G is abelian, 
G is cyclic. Let K be the field of G-invariant numbers. If K is real, G is 
diedral. If K is not real and not henselian, G has cyclic Sylow groups, 
hence G is of special metacyclic type. Then all valuations of K split com- 
pletely in algebraic extensions. If K is henselian, G can be described by 
valuation theory. Some methods to construct examples are given. 
These results are based on a tool which comes out from class field 
theory by Galois cohomology. So the results are valid too for fields of 
prime characteristic with absolute transcendence degree one. 
EINLEITUNG 
K&per, iiber denen jede algebraische Gleichung durch Radikale l&bar 
ist, wurden zuerst von F. K. Schmidt [13] betrachtet. In neuerer Zeit 
wurde das Interesse an diesen Kbrpern durch Krull [7] und Neukirch [IO] 
geweckt. 
In dieser Arbeit werden hauptsachlich Zahlkorper 1 untersucht, deren 
absolute Galoisgruppe nicht nur aufliisbar im Sinne der Theorie der 
proendlichen Gruppen ist (was der Auflosbarkeit von Gleichungen durch 
Radikale entspricht), sondern in dem sonst in der Gruppentheorie 
tiblichen Sinne au&bar ist, d.h. es sol1 eine endliche Normalreihe mit 
abelschen Faktorgruppen existieren (was der Auflbsbarkeit von Gleich- 
ungen durch Radikale mit beschrankter Verschachtelung entspricht). Diese 
eingeschrankte Aufgabe 1aDt sich gut mit einem Werkzeug angreifen, das 
1 D.h. absolut algebraische K&per der Charakteristik 0. 
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aus der Klassenkorpertheorie mittels Galoiskohomologie gewonnen wird 
(Satz 2.1). Man kann die miigliche Struktur der Korper K und ihrer 
Galoisgruppe G, ziemlich gut beschreiben (Wze 3.4, 5.5): 1st K nicht 
henselsch, so ist GK metazyklisch ’ von recht spezieller Natur, die nicht- 
archimedischen Bewertungen sind voll zerlegt iiber K. Tm henselschen Fall 
kijnnen Galoisgruppen auftreten, die gerade nicht mehr metazyklisch 
sind. In jedem Falle ist die Kommutatorgruppe Gi zyklisch, jede alge- 
braische Gleichung iiber K hi& sich mit einer Einheitswurzel und zwei 
Radikalen Ibsen. Man kann das Ergebnis such so formulieren: Eine 
Untergruppe von Go, der Automorphismengruppe aller absolut alge- 
braischen Zahlen, ist entweder sehr einfach gebaut (jede abelsche Unter- 
gruppe z.B. ist zyklisch), oder aber sie enthalt bereits freie nichtabelsche 
pro-p-Gruppen. Insofern verallgemeinert diese Arbeit Artins Arbeit [I], in 
der alle endlichen Untergruppen von Go bestimmt wurden. 
In $1 werden Hilfsmittel, vor allem aus der Theorie der henselschen 
K&per entwickelt. Nach der Behandlung der nichtreellen Zahlkiirper 
unseres Typs wird in $4 ein natiirliches Konstruktionsverfahren fur 
Beispiele untersucht, das schon Neukirch mit Erfolg verwandte. Hierbei 
interessieren vor allem Gruppeneigenschaften, die sich bereits an der 
Faktorfrattinigruppe ablesen lassen. Fur den henselschen Fall hat man 
das Verfahren etwas zu modifizieren. Nach der tiberraschend einfachen 
Untersuchung reeller Zahlkiirper unseres Typs in $5, wird in $6 die Frage 
nach der Giiltigkeit der Ergebnisse ftir andere Korper gestellt, zumindest 
lassen sie sich auf Funktionenkijrper einer Variablen tiber einem Galoisfeld 
tibertragen. In einem Anhang wird schlieglich ein Satz von Neukirch, der 
F. K. Schmidts Resultat in [13] verscharft, erganzt. Bei der Suche nach 
Beispielen zu diesem Satz entstand diese Arbeit. 
1. HENSELSCHE K&PER 
Zunsichst seien einige Bezeichnungen festgelegt. 
Fur einen (kommutativen) K&per K bedeute K den separabel alge- 
braischen AbschluB, GK = Gal (R]lu) die Galoisgruppe von R tiber K, 
versehen mit der Krull-Topologie. GK wird such kurz die Galoisgruppe 
von K genannt. 
Alle vorkommenden Gruppen sind proendlich,3 d.h. projektiver Limes 
endlicher Gruppen, Ausdriicke wie “zyklisch”, “p-Gruppe” etc. sind stets 
in diesem Sinne zu verstehen, “Untergruppen” sind stets abgeschlossen. 
Der Begriff “au~6,sbar” im klassischen Sinne, d.h. Abbrechen der 
Deriviertenreihe, wird deshalb als “streng-aufEiibar” bezeichnet. 
a D.h. CR besitzt einen zyklischen Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe. 
3 Zur Theorie der proendlichen Gruppeo vgl. [U]. 
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Gruppenattribute bei Korpern K beziehen sich auf die Galoisgruppe 
G,: Ein abelscher I&per K z.B. ist nicht einer, der abelsch tiber einem 
bestimmten Teilkorper ist (was der tiblichen Bezeichnung entsprechen 
wtirde), sondern einer, dessen absolute Galoisgruppe GK abelsch ist, der 
also nur abelsche Erweiterungen zultigt. 
Unter einer Bewertung4 z, von K werde eine reelle Bewertung ver- 
standen, d.h. ein nichttrivialer Homomorphismus 
v:K”+R; mit v(a+b) 5 v(a)+v(b) ftir a, b E K, 
man setzt dabei v(0) = 0. Bewertungen, die die gleiche Topologie auf K 
induzieren, heil3en Equivalent und gehen auseinander durch Potenzierung 
mit einem festen Exponenten hervor. Sie sollen nicht unterschieden werden, 
verschiedene Bewertungen sind also inaquivalent. Es gilt der folgende 
Approximationssatz 
1.1 SATZ. Sind VI,. . . , v, verschiedene Bewertungen von K, sind a,, . . . , a, 
Elemente aus K, und ist E > 0 eine reelle Zahl, so gibt es ein Element a in 
K mit 
Vi(U - Ui) < & ftir i = 1,. . .,n. 
Jede Bewertung 0 von K besitzt Fortsetzungen auf R, und alle diese 
Fortsetzungen sind konjugiert unter GK. 1st v eine Bewertung von K, so 
bedeute K, den Zerlegungskorper von v tiber K: Die Zerlegungsgruppe 
G,” besteht aus den Automorphismen in G,, die v invariant lassen. 1st v 
nur eine Bewertung von K, so ist K, nur bis auf Konjugiertheit tiber K 
bestimmt. 
K heil3t henselsch (beziiglich v), wenn K = K, ist. Gleichbedeutend damit 
ist die Gtiltigkeit des Henselschen Lemmas fur v in K in seinen ver- 
schiedenen Varianten ([II], pp. 185fl. Wir benutzen die Krasnersche 
Variante 
1.2 SATZ. K ist genau dann henselsch beziiglich der Bewertung v, wenn es 
zu jedem separablen Polynom f vom Grad d aus K[X] ein E > 0 mit folgender 
Eigenschaft gibt: Jedes Polynom g aus K[X] vom Grad d mit vcf-g) < E 
(dies ist koeflzientenweise zu verstehen) hat denselben ZerfiillungskSirper 
iiber K wie f. 
1st K henselsch, so folgt aus der ursprlinglichen Definition, da13 such 
jeder algebra&he Oberkiirper von K henselsch ist. Ebenso folgt 
* Zur Theorie der Bewertungen vgl. [3], [5], [II]. 
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1.3 LEMMA. Ist K ein nichttrivial bewerteter, relativ separabel algebraisch 
abgeschlossener Teilkiirper eines henselschen Kiirpers L, so ist such K 
henselsch. 
Aus 1.2 sieht man, da13 es fiir viele Untersuchungen gleichgtiltig ist, ob 
man den Zerlegungskorper K, oder die Komplettierungl?, von K beztiglich 
der v-Topologie betrachtet, die ja such henselsch ist: 
1.4 SAW. Ist v eine Bewertung von K, so existiert eine kanonische 
Einbettung K, c I?,. Dabei wird K, der separabel algebraische AbschluJ 
von K in K,. Dies induziert eine Isomorphie der Galoisgruppen G,” g GRV. 
F. K. Schmidt [12] folgerte aus 1.1 und 1.2 
1.5 SATZ. Ein nicht separabel algebraisch abgeschlossener Kiirper kann 
hiichstens beziiglich einer Bewertung henselsch sein. 
Beweis. Sei K henselsch beziiglich verschiedener Bewertungen v und w. 
Sei fi ein separables irreduzibles Polynom vom Grad d tiber K, wahle d 
verschiedene Elemente xi aus K und setze fi = fl (X-xi). Nach 1.1 gibt 
i ‘ 
es ein Polynom f in K[fl mit v(f-fi) < E und w(f-fJ < E, nach 1.2 hat 
fi tiber K denselben Zerfallungskbrper wie fi. Letzterer ist trivial, also ist 
d= 1 und K=K. 
1.6 FOLGERUNG. Ist K henselsch beziiglich v, so ist jede andere Bewertung 
w iiber K voll zerlegt: K, = R. 
Beweis. K,,, ist henselsch beziiglich v und w. 
Eine weitere Konsequenz aus 1.5 ist der spater oft benutzte 
1.7 SATZ. Ein Automorphismus eines henselschen Kiirpers K, K + R, 
l@t dessen ausgezeichnete Bewertung v fest. Ist K, Fixkiirper einer Auto- 
morphismengruppe von K und ist K/K0 algebraisch,5 so ist such KO 
henselsch. 
Beweis. Die Elemente von GKo, die v invariant lassen, liegen nach 
Voraussetzung dicht in GKo, also ist v unter ganz GKo invariant. 
1.8 FOLGERUNG. Jeder Unterkorper K, von endlichem Index in einem 
henselschen K&per K ist wieder henselsch, .falls K =I= K. 
Beweis. KO ist Fixkiirper einer Automorphismengruppe der normalen 
Htille von K(K, oder separabel abgeschlossen in einem solchen. Nach 
5 Mit 1.3 sieht man: es wiirde geniigen, daB K. nichttrivial bewertet ist. 
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Artin und Schreier [2] ist mit K such diese normale Hiille nicht separabel 
algebraisch abgeschlossen. 
Wir wollen nun die Struktur der Galoisgruppe G, eines henselschen 
Korpers K, K 4 R, untersuchen, insbesondere fur den Fall, da13 K ein 
Zahlkiirper ist, d.h. eine algebraische Erweiterung des Korpers Q der 
rationalen Zahlen. Wir unterscheiden zwei Falle, je nachdem die henselsche 
Bewertung archimedisch ist oder nicht. Im ersten Falle beschaftigen wir 
uns etwas allgemeiner mit reellen Kiirpern, und bestimmen alle mijglichen 
Galoisgruppen abelscher K&-per. 
la. Reelle K&per 
1st K henselsch beztiglich einer archimedischen Bewertung (K + R), so 
ist K nach einem Satz von Ostrowski ([5], p. 183) reel1 abgeschlossener 
Teilkorper des Kijrpers R aller reellen Zahlen. GK wird also von einer 
Involution s erzeugt. K selbst besitzt keine Automorphismen. Dies erkennt 
man aus dem folgenden Lemma, wenn man bedenkt, da13 ein reel1 
abgeschlossener K&per nur eine Anordnung besitzt. 
1.9 LEMMA. Ein archimedisch angeordneter K&per K hat keine anord- 
nungserhaltenden Automorphismen (auJer der Identitiit). 
Beweis. Q liegt dicht in der Anordnung von K. 
Man kann umgekehrt von einem Automorphismus s eines algebraisch 
abgeschlossenen Kijrpers mit s2 = 1 ausgehen und den reel1 abgeschlos- 
senen Fixkbrper K betrachten. K ist genau dann henselsch beziiglich einer 
archimedischen Bewertung, wenn die Anordnung von K archimedisch ist, 
was z.B. bei Zahlkorpern stets der Fall ist. Andernfalls kann K henselsch 
beztiglich einer nichtarchimedischen Bewertung sein (und such nicht), 
sowie nichttriviale Automorphismen besitzen. Diese sind jedoch nicht 
algebraisch 6 nach dem folgenden 
1.10 LEMMA. Ist L(K eine algebraische Erweiterung angeordneter K&per, 
so ltijt kein Automorphismus von L]K die Anordnung von L invariant 
(aujer der Identitiit). 
Beweis. Wir konnen o.E. Lily als zyklisch von Primzahlgradp annehmen. 
Sei 
’ Ein Automorphismus eines KGrpers K mit dem FixkGrper K. heiDt algebraisch, 
wenn Kl& algebraisch ist. 
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eine definierende Gleichung von LIK, so zeigt eine lineare Tschirnhaus- 
transformation, da13 ap- 1 = 0 angenommen werden kann. Dann werden 
aber gewisse Wurzeln vonfpositiv und gewisse negativ sein (alle Wurzeln 
sind reell). Also kann der erzeugende Automorphismus von LIK die 
Anordnung von L nicht invariant lassen. 
1.11 FOLGERUNG. Ist K ein beliebiger K&per, so ist jede Involution s in 
GK selbstnormalisierend, d.h. st = ts fur t E GK impliziert t = 1 oder 
t = s. 
Beweis. Der Fixkbrper von s ist reel1 abgeschlossen, t induziert dort 
einen anordnungserhaltenden algebraischen Automorphismus. 
Fiir Zahlkorper wird dies in [1] aus 1.9 gefolgert. 
Nun bestimmen wir die Ordnungen algebraischer Automorphismen. 
I .12 SATZ. Ist K ein beliebiger Kiirper, so ist jede zyklische Untergruppe 
von G, vom Typ Z/22 (nur fiir reel/es K miiglich) oder vom Typ n Z,, wo 
P 
p irgendeine Menge von Primzahlen durchliiuft. 
Z, = lim Z/p’Z 
t > 
Beweis. Nach Artin und Schreier [2] sind Involutionen die einzigen 
Elemente endlicher Ordnung von GK. Nach 1.11 kann es aber such keine 
Elemente der Ordnung 2u mit ungeradem u 4 1 geben. 
Allgemeiner gilt ftir die abelschen Galoisgruppen 
1.13 SATZ. Ist K ein beliebiger K&per, so ist jede abelsche Untergruppe 
von G, vom Typ Z/22 oder vom Typ n Z;(P), wo c(p) gewisse Kardinal- 
P 
zahlen 20 sind. 
Beweis. Enthtilt die abelsche Untergruppe H eine Involution, so ist 
diese nach 1.11 selbstnormalisierend, also H = Z/22. Andernfalls enthHlt 
H nur Elemente unendlicher Ordnung. Nun ist H kompakt und totalun- 
zusammenhangend,’ also ist die Charaktergruppe X von H eine diskrete 
Torsionsgruppe, die nach der vorangehenden Bemerkung dividierbar ist. 
Nach einem Satz von Prtifer ([8], p. 204) ist X als dividierbare abelsche 
Torsionsgruppe direkte Summe von Gruppen vom Typ lim Z/p’Z, nach 
--+ 1 
7 Dies charakterisiert die proendlichen Gruppen. 
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Pontrjagins Dualitltssatz ist H such die Charaktergruppe von X, also 
direktes Produkt von Gruppen vom Typ lim Z/p’ Z. 
t 
Alle diese Gruppen treten such als Galoisgruppen auf. Enthalt z.B. der 
K&per K der Charakteristik 0 alle Einheitswurzeln, so hat der 
(henselsche) Potenzreihenkorper K((X)) nach g1.b die Galoisgruppe 
G,x& wo z=nZ,. Iteriert man diese Adjunktion von Potenz- 
reihenunbestimmt& einschliefilich Limesbildung, so erhalt man Galois- 
gruppen vom Typ 2 fur beliebige Kardinalzahl c, worin die in 1.13 
genannten als Untergruppen enthalten sind. 
1 b. p-udische KCrper 
1st K henselsch beziiglich einer nichtarchimedischen Bewertung u, so 
gehiirt zu u der henselsche Bewertungsring B = (x E K/v(x) 5 l> mit dem 
maximalen Ideal m = {x E K/v(x) < I> und der Stelle rc : B + B/m = k, 
die die v-ganzen Elemente von K in den Restklassenkorper k homomorph 
abbildet. Sei p die Charakteristik von k. 1st L eine galoissche Erweiterung 
von K mit der Gruppe G = Gal (LIK), so kann man sie in drei Schritte 
zerlegen: Zunachst einen unverzweigten Schritt, dann einen rein zahm 
verzweigten Schritt (eine Kummersche Erweiterung p-fremder Ordnung) 
und schliel3lich einen rein wild verzweigten Schritt von p-Potenzordnung. 
Wir wollen dies an Hand der zugehorigen Normalreihe 
c*> GITIVI~ 
studieren, die folgendermaBen entsteht (vgl. [3], Kap. IV). Der Restklassen- 
k&per 1 von L ist normal tiber k, und rc induziert einen Epimorphismus 
rr* : Gal (LIK) + Gal (Ilk), als dessen Kern die Tr6gheirsgruppe T erscheint. 
Zwischen T und L” gibt es eine multiplikative Paarung 
(t, x) = 7T(x’-1) (JET, xeLX) 
mit Werten in den Einheitswurzeln von 1. Diese Paarung ist G-invariant, 
d-h. es gilt 
(rg, x”) = (t, x)9 (JET, XEL~, gEG), 
auf der rechten Seite sol1 g wie x*(g) operieren. Nun hangt (t, x) nur vom 
Wert V(X) modulo uK” ab. Bezeichnet man mit r die abelsche Torsions- 
gruppe VL x /UK’, so induziert die Paarung einen stetigen G-Homomorphis- 
mus von T auf Horn (I?, I “), als dessen Kern die “wilde” Verzweigungs- 
gruppe V erscheint. V ist gerade die p-Sylowgruppe von T (fur p = 0 heiBt 
das V = 1) und die “zahme” Verzweigungsgruppe T/V = Horn (r, I “) ist 
die topologische Charaktergruppe des p-fremden Teiles To von r, d.h. I 
enthalt die dazu niitigen Einheitswurzeln. 
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Die Erweiterung T von V mit T/V zerflillt nach dem Satz von Schur und 
Zassenhaus ([6], 1.18.1). Die Erweiterung G/V von T/V mit G/T muD 
nicht notwendig zerfallen (vgl. 4.12); sie ist genau dann abelsch, wenn G 
auf Horn (I, 1”) trivial wirkt, d.h. wenn k (oder K) alle Einheitswurzeln 
enthalt, deren Ordnung [I, : l] teilt. 
Wir nehmen nun an, dal3 Kein Zahlkorper ist. Dann ist die Restklassen- 
charakteristik p > 0, K ist also nicht reel1 (- 1 ist Summe von hbchstens 
4 Quadraten). K ist Oberkorper des Zerlegungskiirpers von v tiber Q, der 
(modulo Konjugiertheit) der Korper Q, der absolut-algebraischen rational- 
p-adischen Zahlen ist.* Daher wird such K ein p-adischer K&per genannt. 
Wir untersuchen die zu GK gehorige Normalreihe (*). 
Der unverzweigte Schritt hat eine zyklische Galoisgruppe GJT = Gk, 
weil k = GF(q) absolut algebraisch ist. Hierbei ist q = p” eine symbolische 
p-Potenz: In dem k eindeutig bestimmenden Grad n = fl I”(‘) von k tiber 
GF(p) kijnnen unendlich viele Primzahlen I, eventueil such mit dem 
Exponenten n(l) = co auftreten. Es ist dann 
G,/T z n’ZI (Produkt iiber alle 1 mit n(l) =i= co). 
1st namlich f : x H xP der nur den Primkorper invariant lassende Auto- 
morphismus von IE, so erzeugt f = nfi d ie volle Automorphismengruppe 
1 
von IE, die zu 2 = n Zl isomorph ist. Als Erzeugende von Gk kann man 
f” : x H xq wahlen, wo f” einen Haufungspunkt der Potenzen f”” bezeichne 
(no durchlauft die endlichen Teiler von n). Da diese Folge i.a. nicht 
konvergiert, ist jedoch f” nicht eindeutig bestimmt, es sei denn, man 
erzwinge die Eindeutigkeit ktinstlich, indem man etwa in den lokalen 
Komponenten Z, jeweils denjenigen Haufungspunkt 
Jo aizi Co 6 ai < P) 
nimmt, der beziiglich der lexikographischen Ordnung der Folgen (ai) am 
kleinsten ist. 
istV;tl~Wir~n~v;~~) = ,flu) erzeugt, wobeif,” = 0 zu setzen 
auf dem endhchen Galolsfeld GF(pm) mlt 
m = Jj p(‘) zu bestimmen, hat man die Kongruenzen I”(‘) = j mod I”‘(‘) 
fur alle Primzahlen Zlm simultan zu Ibsen, dann ist f(“): XHX~’ fur 
x E GF(p”). 
Der rein zahm verzweigte Schritt hat ebenfalls eine zyklische Galois- 
gruppe T/V = Horn (I, li “), denn I ist Faktorgruppe von Q/Z = lim Z/iZ, 
+ 
i 
8 ublicherweise wird mit Q, die Komplettierung bezeichnet, nach 1.4 ist eine 
Verwechslung nicht tragisch. 
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die Charaktergruppe also Untergruppe von 2 = lim Z/iZ. Somit ist 
t 
T/V r n’ Z, (Produkt iiber alle 1I[r,: I]). 
Wir wollen nun such die Gruppe G,/V der maximal zahm verzweigten 
Erweiterung von K bestimmen. 1st s ein Element aus G,/V, das den 
Restklassenautomorphismus f” induziert und die gleiche Ordnung wie f 
hat, und ist t ein erzeugendes Element von T/V, so zerfgllt GK/V in das 
semidirekte Produkt der von s und t erzeugten zyklischen Gruppen mit 
der Relation tS = P, letzteres wegen der G-Isomorphie von T/V und 
Horn (l?, E “). Diese Relation ist i.a. nur fiir endliches q natiirlich, andern- 
falls ist die Operation t H tq von Aut (T/V) ein gewisser HHufungspunkt 
der Operationen t I-+ tPno, wo n, die endlichen Teiler von n durchlguft. 
Wtihlen wir s so, dal3 n*(s) =f’“’ ist, so erhalten wir die Relation 
tS = t’, wobei I = II r, der folgende Multiplikator aus Aut (fl Z,) = n Z; 
ist (1 bezeichne im Moment nur Primzahlen, die die Ordnung von To 
teilen): 1st rI = z, e, die kanonische Zerlegung von rI in eine (I- 1)-te 
Einheitswurzel z, und eine Einseinheit e,,’ so ist e, der Einseinheitanteil 
von p’“(‘), fi,ir n(Z) = 00 (d.h. s hat zu I prime Ordnung) ist e, = 1. Die 
Einheitswurzel q bestimmt sich aus der Kongruenz z1 = pm mod I, 
wobei m = X’(l) mod A’ fiir alle I- 1 teilenden Primzahlpotenzen I’ ist. 
Es ist also 
1.14 ord z1 = ord (pd mod I), 
wo d = (n,Z- 1) ist. Begniigt man sich mit dieser Ordnungsangabe, ohne 
die Einheitswurzel genau festzulegen, so kann man s such leicht so 
abgndern, dal3 
1.15 e, = 1 + lj+W 
wird, wobei p’-’ - 1 mod I’, + 1 mod Zj” ist. 
1.16 SAW. Ist K ein p-ad&her K&per mit dem RestkZassenkiirper k 
vom Grad n iiber GF(p), und ist L die maximal zahm verzweigte galoissche 
Erweiterung von K, so gilt, wenn t die zahme Verzweigungsgruppe und 
n*(s) die Gruppe Gk erzeugt, 
Gal (LIK) = (s, tit” = t’) 
mit ord (s) = [E : k] und ord (t) = fl’ E” iiber diejenigen Primzahlen Z + p, 
fiir die vK” nicht I-dividierbar ist. Der Multiplikator T = n’ rl aus n’ ZF 
hat eine ord (s) teilende Ordnung, man kann r als (symbolische) Potenz p” 
wiihlen. In der kanonischen Zerlegung r, = z, e, bestimmt die Einseinheit 
e, die I-Komponente s, von s und umgekehrt, weil t? = ty gilt (wie such t 
@FtiZ=2giltZ; = Z/2Z x Z; statt Z; = Z/(1 - 1)Z x Z+, . Man hat daher 
fiir I = 2 in diesem Abschnitt I - 1 durch 2, sowie mod I’ durch mod 2’+l zu ersetzen. 
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gewiihlt sei). Man kann e, nach 1.15 wiihlen. Die Ordnung von z, wird in 
jedem Fall durch 1.14 gegeben. 
Die Wilde Verzweigungsgruppe V schliefilich ist eine freie p-Gruppe 
von hijchstens abzahlbarem Rang.” Denn der Fixkiirper F von V hat 
einen Grad iiber Qp, der durch pm teilbar ist, entsprechend der unver- 
zweigten p-Erweiterung. Nach der lokalen Klassenkorpertheorie (oder 
[14], V. Prop. 7) gibt es somit iiber keinem algebraischen Oberkijrper von 
F einen zentralen Schiefkiirper endlicher Dimension > 1, also ist V frei 
([15], II, Prop. 4). l1 Da13 V etwa im Falle K = Q, wirklich abzahlbaren 
Rang hat, sieht man so : Sei K, eine die p-ten Einheitswurzeln enthaltende 
Erweiterung vom Grad g iiber K, so ist K,” g Z x W x Z$ wo W die 
zyklische Gruppe der vorhandenen Einheitswurzeln ist. Dann ist 
[Kg” : K,“P] = p+z, nach der Kummerschen Theorie hat KB also g+ 2 
unabhangige zyklische Erweiterungen vom Grad p. Rechnet man die 
unverzweigte ab, so erhalt man rg V > g. 
Zum SchluD wollen wir noch die Sylowgruppen eines p-adischen 
Kijrpers bestimmen. Mit dem gleichen SchluD tiber das Verschwinden der 
Brauergruppe wie eben ergibt sich 
1.17 SATZ. Eine p-Sylowgruppe eines p-ad&hen Kiirpers ist frei von 
hiichstens abziihlbarem Rang oder Erweiterung einer jireien Gruppe von 
abztihlbarem Rang mit einer zyklischen freien Gruppe.l 2 
Fur die iibrigen Sylowgruppen folgt aus 1.16 
1.18 SATZ. Sei K ein p-adischer Korper, G, sei eine I-Gruppe (I i p). 
Zst GK zyklisch, so ist KI K rein unverzweigt oder rein verzweigt. Andernfalls 
ist GK semidirektes Produkt zweier zyklischer Untergruppen: Erzeugt t die 
Tragheitsgruppe T von K, so l$t sich ein Erzeugendenvertreter s von G,[T 
eindeutig so jinden, daJ 
GK = (s, tit” = t’) 
mit 
1 * 2: r-=1+1’ (i > 0) 
1=2: r=+1+2’ (i > 1) 
wird. Fiir r = 1 +I’ liegen genau die Ii-ten Einheitswurzeln in K, aber keine 
hoheren, die Gruppe der maximal abelschen Erweiterung von K ist Z, x ZII’Z, 
lo Unter dem Rang rgV einer g-Gruppe Y versteht man die minimale Erzeugenden- 
zahl : rg V = dim H1( V, Z/pZ). 
I1 Wir kiinnten, 1.6 bedenkend, such den globalen Satz 2.1 anwenden, in dem 
analoge Schliisse stecken. 
la Labute hat in [9] die nichtfreien p-Sylowgruppen als Demugkin-Gruppen von 
abz%hlbarem Rang klassifiziert. 
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wobei Z, der (unverzweigten) Adjunktion aller Einheitswurzeln entspricht. 
Fiir r = - 1+2’ liegen die vierten Einheitswurzeln nicht in K, aber in 
K(x/ - 1) liegen bereits die 2’+ 1 -ten Einheitswurzeln, die maximal abelsche 
Erweiterung von K hat hier die Gruppe Z, x Z/22, wo Z2 der Adjunktion 
aller Einheitswurzeln entspricht. 
Beweis. Die Kennzeichnung von i durch die Einheitswurzeln folgt aus 
1.15. Der Fall r=-Ii-2’ tritt fur p=-lmod4, p2=lmod2i+1, 
+ 1 mod 2’+* auf, falls die vierten Einheitswurzeln nicht in K liegen 
(d = 1 in 1.14). Die Bestimmung von G,/G; ist trivial. 
1.19 ZUSATZ. Die I-Gruppen von 1.18 sind fiir verschiedene r nicht- 
isomorph. Ist G, nichtzyklisch, so sind die zyklischen Untergruppen von GK 
genau die Untergruppen von unendlichem Index in GK. 
2. ZAHLK~R~ER MIT ABELSCHEN SYLOWGRUPPEN 
Die ganze Arbeit sttitzt sich wesentlich auf den [15] (11.3.3) ent- 
nommenen 
2.1 SATZ. Sei p eine Primzahl, K ein-im Falle p = 2 nichtreeller- 
Zahlkiirper. Ist fiir jede nichtarchimedische Bewertung v der p-Exponent in 
[K, : Q,] unendlich, so hat GK freie p-Sylowgruppen.‘3 
Enthalt also K z.B. alle Einheitswurzeln, so sind alle Sylowgruppen von 
GK frei, denn die Einheitswurzeln von p-Potenzordnung erzeugen fiir 
jedes v eine Erweiterung von unendlichem p-Exponenten tiber Q,. Enthllt 
K noch nicht alle Einheitswurzeln, so betrachte man fur jede Primzahl p 
den K&per Kt, aller Einheitswurzeln von p-Potenzordnung tiber K. Die 
abelsche Gruppe Gal (K,]K) ist direktes Produkt einer endlichen Gruppe 
Ep und einer zyklischen p-Gruppe. 1st KJ, der Fixkorper zu Et, und ist K’ 
das Kompositum aller Kk, so ist K’ eine zyklische Erweiterung von K. 
Wenden wir auf K’ den Satz 2.1 an, so ergibt sich in leichter Verall- 
gemeinerung von [IS] (11.4.4, Lemma 1). 
2.2 SATZ. Jeder nichtreelle Zahlkiirper K besitzt eine zyklische 
Erweiterung K’ durch Einheitswurzeln, so a?@ alle Sylowgruppen von G,, 
frei sind. 
Nun konnen wir die abelschen Zahlkorper bestimmen: Sie sind 
Fixkiirper eines Automorphismus s aus Go. 
I3 Und diese Bedingung ist notwendig, wie dem SchluR von $1 .b entnommen werden 
kann. 
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2.3 SATZ. Jede abelsche Untergruppe H von G, ist zyklisch. 
Beweis. 1st H nichtzyklisch, so enthalt H nach 1.13 eine Untergruppe 
H, vom Typ Z, x Z, fi.ir irgendeine Primzahl p. 1st K der Fixkijrper von 
H,, so liegen die p-ten Einheitswurzeln in K. Lagen alle Einheitswurzeln 
von p-Potenzordnung in K, so ware fur K die Bedingung von 2.1 erftillt, 
und H, mi.lBte eine freie p-Gruppe sein, was nicht der Fall ist. Also gibt 
es eine nattirliche Zahl n > 1, so da13 die p”- ‘-ten Einheitswurzeln noch in 
K liegen, die p”-ten Einheitswurzeln aber eine zyklische Erweiterung KI 
vom Grad p tiber K erzeugen. Sei Kz eine von K, verschiedene zyklische 
Erweiterung vom Grad p von K, nach Lagrange wird sie von einer reinen 
Gleichung Xp-a erzeugt. Sei b ER mit bP” = a und s E H,, wirke trivial 
auf K1, aber nichttrivial auf K,. Dann ist b”-l eine primitive p”-te Ein- 
heitswurzel, also K1 c K(b). Ferner ist [K(b) : K] sp”, also [K(b) : K,] 
5 p”-l, woraus folgt, da13 s auf K(b) hiichstens die Ordnung p”-’ hat. 
Anwendung auf das Element b ergibt den gewiinschten Widerspruch. 
Jetzt betrachten wir nichtreelle Zahlkiirper K, deren Galoisgruppe nur 
abelsche, nach 2.3 also zyklische, Sylowgruppen besitzt (fur reelle Zahl- 
kbrper siehe 5.2). Die Struktur der Z-Gruppen (Gruppen mit zyklischen 
Sylowgruppen) ist einfach, es gilt der 
2.4 SATZ. Sei H eine proendliche Gruppe, deren Sylowgruppen unendliche 
zyklische Gruppen sind. Dann sind die Kommutatorgruppe H’ und die 
Faktorkommutatorgruppe H/H’ zyklisch von zueinander primen Ordnungen 
m und n (Produkte gewisser p*, das kleinste vorkommende p geht in n auf). 
H zerfallt demgem$ semidirekt. Sind t und s Erzeugende dieser zyklischen 
Gruppen, so gilt tS = t’, wobei r E n Z, ein natiirlicher Multiplikator ist, 
dessen lokale Kompenenten rp fiir jedes p]m von 1 verschiedene (p- 1, n)-te 
Einheitswurzeln sind. 
ZUSliTZE 
a. Aus der Ietzten Behauptung ergibt sich die Bedingung (p- 1, n) + 1 
fiir jedes p]m, die nur im Falle 2]n trivial erfiillt ist. 
b. Hat man umgekehrt m, n und r mit solchen Bedingungen, so ergibt 
sich eine Gruppe mit unendlichen zyklischen Sylowgruppen. 
c. Gehen in m nur endlich viele Primzahlen auf, so ist H endliche 
Erweiterung einer zyklischen Gruppe, z.B. von <s”t> mit 
4 =pl-$P-l). 
Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus dem analogen Satz fur 
endliche Gruppen von Zassenhaus ([6], IV.2.11). Die Ordnung von r (also 
24 
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des inneren Automorphismus huh” von H) mm.3 ein Teiler von 11 sein, in 
Aut (Z,‘) = ZJ sind solche Elemente wegen (p, n) = 1 (also such p + 2) 
nur bei den p- l-ten Einheitswurzeln zu finden. Da t die Kommutator- 
gruppe erzeugen ~011, mu8 rr + 1 fur alle pjnz sein. Die Zusatze sind klar. 
In 4.8 werden wir sehen, da0 viele dieser Gruppen als Galoisgruppen 
nichthenselscher Zahlkiirper auftreten kbnnen. Nach 1.16 konnen manche 
(aber nicht alle) dieser Gruppen such bei henselschen Kiirpern auftreten. 
ijber die Bewertungstheorie von Korpern, deren Galoisgruppe eine 
Z-Gruppe ist, gibt das folgende Lemma Auskunft. 
2.5 LEMMA. Sei K ein Kiirper, die Sylowgruppen von GK seien unendlich 
zyklisch. Gibt es einen von K verschiedenen algebraischen henselschen 
Oberkiirper L von K, so ist K henselsch; anders gesagt : Ist K nicht henselsch, 
so zerlegen sich alle Bewertungen in K/K ~011. 
Beweis. Durch tjbergang zu einem Oberkiirper von L konnen wir o.E. 
annehmen, dal3 G, eine I-Gruppe ist. 1st G, normal in G,, so ist K nach 
1.7 henselsch. Andernfalls sei p eine [Gi : l] teilende Primzahl, der 
p-Sylowkiirper L, ist dann galoissch iiber K. Indem wir L nach 2.4.~ 
eventuell noch etwas vergrBBern, kiinnen wir annehmen, da13 GLnL, 
zyklisch ist. Nach 1.7 ist mit L dann such L n L, henselsch, erst recht 
also L,, und damit such K, wiederum nach 1.7. 
3. NICHTREELLE STRENG-AUFL~SBARE ZAHLK~RPER 
Bevor wir zum allgemeinen Fall kommen, untersuchen wir streng- 
aufliisbare Zahlkijrper von Primzahlpotenzindex. 
3.1 SATZ. Sei K ein nichtreeller Zahlkorper, Gx sei eine I-Gruppe ohne 
freie nichtabelsche Untergruppen. Dann ist G, zyklisch, oder K ist ein 
p-adischer Korper mit p + 1, und G, bestimmt sich nach I .18. 
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Beweis. Sei G, nichtzyklisch. Nach 2.2 gibt es eine unendliche zyklische 
Erweiterung K’ von K, so da13 GKp frei ist. Nach Voraussetzung ist GKs 
also zyklisch, etwa von t erzeugt. Sei s ein Erzeugendenvertreter der 
zyklischen EGruppe GK/GK,. Dann wird GK das semidirekte Produkt der 
von s unt t erzeugten zyklischen Gruppen mit einer Relation tS = t’, wobei 
r E Z ; von Z-Potenzordnung ist. Nach 2.3 sind die Falle r = f. 1 unmiiglich, 
sonst ware (t,s’) eine abelsche nichtzyklische Gruppe. Also ist GK von 
dem in 1.18 beschriebenen Typ. 
Weil G, nichtzyklisch ist, gibt es nach 2.1 eine nichtarchimedische 
Bewertung v von K, so da13 [K, : Q,] nur durch eine endliche I-Potenz 
teilbar ist. Nach 1.17 ist I nicht die Restklassencharakteristik p von K,. 
Nach 1.19 kann G,” nicht zyklisch sein. Da 1.19 such auf G, anwendbar 
ist, folgt, daB K, iiber K von endlichem Grad ist, nach 1.8 ist also K, = K 
henselsch. 
Nunmehr k&men wir diejenigen Zahlkiirper K nlher charakterisieren, 
iiber denen sich jede algebraische Gleichung durch eine beschdnkte 
Anzahl von Radikalen l&en la&, oder wenigstens so durch Radikale 
losen la&, da13 deren Verschachtelungsgrad eine von der Gleichung 
unabhangige Grenze hat.14 Dies bedeutet fur die Galoisgruppe GK, da13 
sie streng-auflbsbar ist: Gg) = 1 ftir grol3e IZ. ZunHchst behandeln wir den 
Fall eines nichtreellen K, reelle Zahlkorper dieser Art sind noch einfacher 
zu beschreiben (siehe $5). Wir formulieren folgende, etwas allgemeiner 
aussehende Voraussetzung 
(*) K ist ein nichtreeller Zahlkiirper, dessen Galoisgruppe GK fur keine 
Prinzahl p eine freie nichtzyklische p-Untergruppe enthalt. 
3.2 SATZ. Erfiillt K die Bedingung (*), so ist jede algebraische Gleichung 
iiber K durch eine Einheitswurzel und hiichstens zwei weitere Radikale 
12isbar. 
Beweis. Sei K’ die Einheitswurzelerweiterung von 2.2. Wegen der 
Voraussetzung iiber GK hat dann GK, lauter freie zyklische Sylowgruppen, 
ist also metazyklisch nach 2.4. 
3.3 SATZ. Erfiillt K die Bedingung (*), so ist Gi zyklisch, die Faktor- 
kommutatorgruppe GK/G$ wird von zwei Elementen erzeugt. 
Beweis. Sei K’ wie im vorigen Beweis. Gk ist in GK, enthalten, also 
ebenfalls eine Z-Gruppe. Somit sind G&/G: und G% zyklisch. Nach einem 
Satz von Zassenhaus ([6], IV.2.10) ist daher Gk = 1. Weil GK, eine 
I4 1/ 1 + d- d- d- 2 + 3 + 4 + 1/5 hat z.B. den Verschachtelungsgrad 3. 
24’ 
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Z-Gruppe ist, enthalt die Normalreihe 
GK ZJ GKt =) G;, IJ 1 
lauter zyklische Faktorgruppen. 
Genaueren Einblick in die Struktur dieser Korper bzw. ihrer Galois- 
gruppen gibt die Bewertungstheorie : 
3.4 SATZ. K erfiille die Bedingung (*). 
Entweder zerlegen sich alle Bewertungen vollstiindig iiber K. Dann ist G, 
eine Z-Gruppe (beschrieben in 2.4). Oder K ist ein p-adischer Kiirper. Ist 
KIK zahm verzweigt, so ist Gz metazyklisch (beschrieben in 1.16). Andern- 
falls kommt nach der zahm verzweigten Erweiterung noch eine zyklische 
unmittelbare I5 p-Erweiterung, es gibt eine Darstellung 
G, = (s, t,+ = t’, us = u’, u’ = ub), 
wobei ord (s) = m und ord (t) = n zu p prim sind, wiihrend ord (u) =poD 
ist ; r E fl Z; ist ein natiirlicher Multiplikator mit ord (r)jm und 
r, =l= lalln; a und b sind p- I-te Einheitswurzeln, wobei ord (b) ein 
echter Teiler von ord (a) ist, wenn nicht a = 1 ist. 
GK ist nur fiir b = 1 metazyklisch, es gibt aber immer zyklische 
Erweiterungen L von K von p - 1 teilendem Grad, so daJ G, metazyklisch ist. 
Beweis. Sei zunachst K nichthenselsch. Sind alle Sylowgruppen von G, 
zyklisch, so folgt die erste Behauptung aus 2.5. 1st die I-Sylowgruppe von 
Gx nicht zyklisch, so hat sie nach 3.1 einen henselschen Fixkiirper. Dann 
hat such die in 2.2 konstruierte zyklische Erweiterung K’ von K einen 
henselschen I-Sylowkorper, ist also nach 2.5 henselsch. Nach 1.7 ist dann 
such K henselsch. 
Sei nun K p-adisch. Der zahm verzweigte Fall ist nach 1.16 klar. 
Andernfalls ist die Wilde Verzweigungsgruppe V nach 3.1 gerade die 
pSylowgruppe von GK. Bedeutet H = Gal (LIK) die Galoisgruppe der 
maximal zahm verzweigten Erweiterung L von K, so ist Gx nach dem 
Satz von Schur-Zassenhaus semidirektes Produkt von V mit einem zu H 
isomorphen Komplement. Nach 1.16 wird H von zwei Elementen s und t 
mit der Relation tS = t’ erzeugt. Wir wollen annehmen, daB die Multipli- 
katorkomponenten r, f 1 ftir alle Primteiler 1 von ord (t) sind, indem 
wir von der bewertungstheoretischen Deutung abgehen und mit s kom- 
mutierende Primaranteile von t zu s schlagen. Das ist gruppentheoretisch 
sinnvoller, weil nun jeder zyklische Normalteiler C von H mit zyklischer 
Faktorgruppe t enthalten muB: Denn C enthllt H’, also t;,-l. 1st r, - 1 
eine Einheit, so enthalt C such tl ; andernfalls ist r, Einseinheit, also I ein 
I6 Unmittelbar heiBt eine Erweiterung, die weder Wertgruppe noch Restklassen- 
kiirper tidert. 
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Teiler von ord (s). C kann nun kein Element der Form sftj mit i + 0 
enthalten, da dieses nicht mit ,;,-l vertauschbar ware. Damit H/C zyklisch 
wird, ist also such hier tl E C notwendig. Insgesamt ergibt sich 
t = n t, E c. 
1st u eine Erzeugende von V, so wird die ganze Gruppe Gk von s, t und 
ZJ erzeugt, neben den Ordnungsrelationen kommen die zwei Relationen 
uS=ua,uf=ubmitaP-‘=bP-‘= 1 hinzu (s und t kiinnen als Elemente 
p-fremder Ordnung auf I’ keine anderen Automorphismen induzieren). 
Ersetzt man s durch sti, so la& sich a noch urn Potenzen von b abandern, 
man erhalt a = 1, falls nicht ord (b) ein echter Teiler von ord (a) ist. Der 
Normalteiler N = (s, t”‘d(b) , u) vom p- 1 teilenden Index ord (b) ist 
metazyklisch, da u und to’d(b) vertauschbar sind. 
GK selbst ist nicht metazyklisch, sobald b 9 1 ist : Ein zyklischer Normal- 
teiler C mit zyklischer Faktorgruppe GJC mu&e zunachst die Kommuta- 
torgruppe Gh, speziell also u enthalten. Auf H wiirde C einen Normalteiler 
H n C induzieren, der nach dem oben Gesagten t enthalten miigte. Da t 
und u nicht vertauschbar sind, kann C nicht existieren. Die gleiche 
iiberlegung zeigt, da13 N ein maximaler metazyklischer Normalteiler von 
GK ist. 
Beispiele zu dieser Situation werden wir in 4.11 und 4.12 explizit 
ausrechnen. 
4. KONSTRUKTION VON K~RPERN, DEREN GALOISGRUPPE VON 
GEGEBENEM TYP IST 
Bevor wir ein allgemeines Verfahren zur Gewinnung von Beispielen 
angeben, schicken wir einige gruppentheoretische Bemerkungen voraus. 
Unter einer Quasiformation 5 verstehe man zunachst eine Klasse 
endlicher Gruppen, die gegen Bildung epimorpher Bilder abgeschlossen ist. 
5 heil3e gesiittigt, wenn mit G/@(G) such G in 3 liegt, dabei bedeute Q(G) 
die Frattinigruppe von G, also den Durchschnitt aller maximalen Unter- 
gruppen von G. Nach Frattini ist a(G) nilpotent ([6], 111.3.6), und bei 
Epimorphismen wird die Frattinigruppe in die Frattinigruppe abgebildet. 
Der Durchschnitt verschiedener (gedttigter) Quasiformationen ist offenbar 
wieder eine solche. 
4.1 SATZ. Die folgenden Klassen sind Beispiele gesiittigter Quasi- 
formationen : 
a. n-Gruppen (IZ sei eine Primzahlmenge) 
b. p-auy%sbare Gruppen mit p&Tinge 5 s 
c. p-iiberaujl&bare Gruppen 
d. p-nilpotente Gruppen 
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e. p-nilpotente Gruppen, deren p-Sylowgruppe hiichstens r Erzeugende hat 
f. iiberaufliibare Gruppen, deren p-Sylowgruppe hiichstens r Erzeugende 
hat 
g. Z-Gruppen. 
Beweis. Dal3 die angegebenen Klassen gegen Bildung von Faktorgruppen 
abgeschlossen sind, liegt auf der Hand. Die ersten vier Klassen sind sogar 
Formationen im Sinne von Gaschtitz (vgl. [6], VI.7) dal3 sie gestittigt sind, 
wird an verschiedenen Stellen in Hupperts Buch [6] bewiesen (n5mlich 
111.3.8, VI.6.4.e, VI.8.6.a, VI.6.3). Die letzten drei Klassen sind keine 
Formationen; wir beweisen, da0 sie geslttigt sind: 
e. Sei G/@(G) p-nilpotent mit einer p-Sylowgruppe vom Rang r. 
Nach d. ist G p-nilpotent, sei G die maximale p-Faktorgruppe von G. Wir 
haben zu zeigen, da8 G hochstens vom Rang r ist. Nun ist c/@(c) 
Faktorgruppe von G/@(G), nach dem Burnsideschen Basissatz ist somit 
rgG = rgG/Q(G) 5 r. 
f. Sei G/@(G) iiberauflbsbar mit einer p-Sylowgruppe vom Rang r. 
Dann ist G nach c. tiberauflbsbar, und nach dem Sylowturmsatz ([6], 
VI.9.1 .c) bilden die Elemente von G, deren Ordnung nur Primzahlen > p 
teilen, einen Normalteiler N in G. Indem wir N wegfaktorisieren (r wird 
dadurch hijchstens kleiner), konnen wir nach dem Sylowturmsatz o.E. 
annehmen, die p-Sylowgruppe P von G ist normal in G. Nach dem 
folgenden Lemma 4.2 gilt nun (D(P) = P n Q(G), also ist P/@(P) zur 
p-Sylowgruppe P. @(G)/@(G) von G/Q(G) isomorph, woraus rgP = r 
folgt. 
g. Folgt aus f., denn Z-Gruppen sind iiberauflbsbare Gruppen, deren 
Sylowgruppen vom Rang r 1 sind. 
4.2 LEMMA, G sei eine p-iiberaujltisbare Gruppe mit normaler p-Sylow- 
gruppe P. Dunn ist Q(P) = P n a(G). 
Beweis. Nach dem Satz von Schur und Zassenhaus ist G semidirektes 
Produkt von P mit einem Komplement H. Sei 
P = P, 3 P, 3.. .x P, = (D(P) 
Teil einer Hauptreihe von G, die Anzahl der Schritte ist r = rgP. Nun 
operiert H durch innere Automorphismen auf dem r-dimensionalen 
Vektorraum V = P/@(P) tiber GF(p) und 1SiDt die Fahne der Pi invariant, 
stellt sich also als Gruppe von Dreiecksmatrizen dar. Da H eine p-fremde 
Ordnung hat, la& sich H nach dem Satz von Maschke diagonalisieren. 
Es gibt also in I’ linear unabhangige Elemente x1,. . .,x, E P so, da13 
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(P(P)(q) unter H invariant ist. Sei $’ die von allen xi aul3er xi i.iber 
(D(P) erzeugte Untergruppe vom Index p in P. Dann ist ,PH eine maximale 
Untergruppe vom Index p in G, der Durchschnitt der ,PH ist (D(P)H, 
woraus man Q>(G) n P c a(P) schlieBt. Die Umkehrung (D(P) c @(G) 
gilt fur jeden Normalteiler P von G ([6], III. 3.3.b). 
Wir iibertragen nun diese Begriffe auf die umfassendere Kategorie der 
proendlichen Gruppen. Die Frattinigruppe ist dort ebenso als Durchschnitt 
aller maximalen Untergruppen l6 definiert und wiederum nilpotent. 
1st 3 eine Quasiformation endlicher Gruppen, so wird 5 zu einer 
Quasiformation 3, proendlicher Gruppen erweitert, indem eine proendliche 
Gruppe G genau dann zu 5, gehiirt, wenn alle endlichen Faktorgruppen 
von G zu 5 gehiiren. Man sieht leicht ein, dal3 die Quasiformation 5, 
gegen projektive Limites abgeschiossen ist. Weiter sieht man, dal3 ein 
gesattigtes $J ein gesattigtes 5, induziert. Satz 4.1 Ia& sich nun such fur 
proendliche Gruppen interpretieren. 
Die Quasiformationen sind in dem folgenden Satz wichtig, der den 
gruppentheoretischen Hintergrund fur die Konstruktion von Beispielen 
darstellt. 
4.3 SATZ. Sei N ein Normalteiler der proendlichen Gruppe G. Dann gibt 
es minimale Untergruppen H von G mit NH = G. Ist H eine solche, so 
entsprechen die maximalen Untergruppen Ho von H bijektiv den maximalen, 
N enthaltenden Untergruppen NH, von G. Insbesondere liegt N A H 
in der Frattinigruppe 0(H). Ist 3 eine gesiittigte Quastformation endlicher 
Gruppen, so ist 
G/NE~,-=-HE&. 
Beweis. Die Existenz von H folgt nach dem Zornschen Lemma, der 
Rest ist klar (vgl. [6], 111.3.9). 
ubertragen wir 4.3 in die Kijrpertheorie, so erhalten wir eine genauere 
Analyse von Neukirchs Konstruktion auflijsbarer K&-per ([IO], $6). 
4.4 SATZ. Seien M 1 L galoissche Oberkorper des Kiirpers K. Sei L’ 
ein maximaler Oberkiirper von K in M, der zu L linear disjunkt ist, d.h. 
L n L’ = K. Der Frattinikiirper von L’ in M, d.h. das Erzeugnis der mini- 
malen Erweiterungen von L’ in M, ist in LL’ enthalten. Gal (MILL’) ist 
nilpotent. In [M: L’] gehen dieselben Primzahlen wie in [L : Kj auf. Mit 
L]K ist such M/L’ at&bar (mit gleichen p-Langen), iiberauj%sbar bzw. 
nilpotent. Im iiberauJIiisbaren FaN haben die entsprechenden Sylowgruppen 
von L]K bzw. M/L’ denselben Rang, insbesondere ist Gal (M/L’) eine 
Z-Gruppe, falls Gal (L]K) eine ist. 
Is Diese sind offen, d.h. von endlichem Index. 
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Aus den Untersuchungen in $3 ergibt sich, da13 4.4 nicht fur ungesattigte 
Quasiformationen gilt: So tibertragt sich etwa die Nilpotenzklasse oder 
die Aufliisbarkeitsstufe nicht von L]IC auf M/L’, sondern wird dort grijI3er 
(oft unendlich) sein. 
Wendet man 4.4 auf M = R an, so sieht man, wie (durch geslttigte 
Quasiformationen beschriebene) Gruppentypen, die als Galoisgruppen 
von Erweiterungen tiber K (also Faktorgruppen von Gk) realisiert werden 
kiinnen, als absolute Galoisgruppen (also Untergruppen von GK) auftreten. 
4.5 FOLGERUNG. Es gibt auJ%sbare Zahlkiirper mit vorgeschriebenen 
p-Liingen, sowie iiberaujlcsbare und nilpotente Zahlkiirper mit vor- 
geschriebenen Rtingen fiir die Sylowgruppen. 
Aus 4.4 ergibt sich iibrigens such die Existenz maximaler nichtauflos- 
barer K&per ([IO], 6.15). 
Urn Beispiele nichthenselscher Kiirper anzugeben, bezeichnen wir mit 
Q” die maximal au&bare normale Erweiterung von Q. Nach Neukirch 
([IO], 3.10) gilt 
4.6 LEMMA. Alle Bewertungen von QA sind in 0 voll zerlegt, d.h. es gibt 
keine henselschen UberkCrper von QA. 
Ferner gilt 
4.7 LEMMA. Ist G eine endliche Gruppe, so gibt es K&per L 3 K von 
endlichem Grad iiber QA so, daj LI K galoissch ist mit der Gruppe G. 
Beweis. Wir betten G in eine alternierende Gruppe A, mit n > 4 ein, 
z.B. vermoge der zweifachen regularen Darstellung von G. Sei f ein 
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Polynom tiber Q, dessen Galoisgruppe die symmetrische Gruppe S,, ist. 
Sei L, der Zerfalhmgskbrper von f tiber Q und K,, der Fixkijrper von G 
in Le. Wegen der Einfachheit von A, ist QA n L, eine quadratische 
Erweiterung von Q, die in K,, enthalten ist. Mit K = Q”K,, und L = QALO 
folgt die Behauptung. 
Daher kiinnen wir alle oben angegebenen Typen von Zahikorpern K 
such als Oberkdrper von QA, d.h. nach 4.6 als total nichthenselsche 
Kiirper, realisieren. 
4.8 BEISPIEL. Jede Gruppe G mit Iauter unendlichen zyklischen Sylow- 
gruppen, deren Ordnung nur endlich viele Primzahlen teilen, tritt als Galois- 
gruppe eines nichthenselschen Zahlkiirpers auf. 
ZUSATZ. Dasgleiche gilt ohne die Voraussetzung iiber die Gruppenordnung, 
solange die von den Erzeugenden der Sylowgruppen auf G induzierten 
inneren Automorphismen endliche Ordnung haben.” 
Beweis. Gehen in der Ordnung von G nur endlich viele Primzahlen auf, 
so gibt es, wie aus 2.4 ersichtlich ist, eine endliche Faktorgruppe G von G, 
an der man bereits die Bestimmungsstticke m, n und r von G ablesen kann. 
Realisiert man G nach 4.7 als Galoisgruppe von LIK und wahlt eine 
maximale algebraische Erweiterung L’ von K, die zu L linear disjunkt ist, 
so erhalt man nach 4.4, da13 GL, zu G isomorph ist mit L’ 1 QA. 
Im allgemeinen Fall gehen wir anders vor. Die Bedingung besagt, da13 
es eine Faktorgruppe G von G mit endlichen Sylowgruppen gibt, an der 
die Struktur von G ablesbar ist. Sei K eine normale Erweiterung von Q 
mit der Galoisgruppe G (eine solche la& sich wegen des Gylowturms von 
G schrittweise nach Scholz konstruieren (vgl. [16]), ein maximal zu K 
linear disjunkter Zahlkijrper lost die Aufgabe. 
Urn ahnliche Konstruktionen fiir p-adische K&per durchfiihren zu 
kiinnen, zeigen wir 
4.9 SATZ. Sei G eine aufliisbare Gruppe, sei G/N eine Faktorgruppe mit 
zyklischer p-Sylowgruppe. Ist H eine minimale Untergruppe von 
p-Potenzindex in G mit NH = G, und hat H eine normale p-Sylowgruppe, so 
ist diese zyklisch. 
Beweis. Sei H minimal von p-Potenzindex in G mit NH = G (die Existenz 
von H folgt aus dem Zornschen Lemma). Jede maximale Untergruppe 
von p-Potenzindex in H enthalt N n H (wegen der Minimalitat von H), 
entspricht also einer maximalen Untergruppe von G/N vom gleichen 
Index, der nach 4.10.a gleich p sein mu& Wegen der Auflbsbarkeit von H 
I7 Der Zahlkiirper kann dann such henselsch sein. 
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sind also die Indizes maximaler Untergruppen von H gleich p oder fremd 
zup, nach einem Satz von Huppert ([6], VI.9.3) folgt, da0 Hp-iiberauflos- 
bar ist. 1st nun die p-Sylowgruppe P von H normal und nicht zyklisch, so 
f&de man nach dem Beweis von 4.2 iiber Q(P) mindestens zwei Unter- 
gruppen P, und P, vom Index p in P, die von einem p-Komplement F von 
H normalisiert werden. Dann sind FP, und FP, zwei maximale Unter- 
gruppen vom Index p in H, die nach dem zu Anfang Gesagten N n H 
enthalten, ihr Durchschnitt ist aber vom Index p2 in H. Die Isomorphie 
G/N g H/Hn N iibertragt diese Situation auf GIN, wo sie 4.10. b wider- 
spricht. Also mu13 P zyklisch sein. 
4.10 LEMMA. Sei G eine Gruppe mit einer zyklischen p-Sylowgruppe (g). 
a. Ist G auflosbar, so haben alle maximalen Untergruppen von G den 
Index p oder einen p-fremden Index. 
b. Der Durchschnitt H zweier Untergruppen H, und HZ vom Index p 
in G hat einen nicht durch p2 teilbaren Index (das gilt sogar fiir 
Core (If) = n HX). 
XEG 
Beweis. 
a. folgt aus dem Satz von Galois ([6], II. 3.2) tiber au&bare primitive 
Permutationsgruppen. 
b. g stellt sich bei der Permutationsdarstellung auf den Nebenklassen 
von H1 bzw. H2 als Zyklus der Lange p dar, somit ist gp E Core (H,) n 
Core (H2) = Core (H). 
Wir kommen nun zu der Konstruktion p-adischer KGrper K mit nicht- 
metazyklischer Galoisgruppe GK von endlicher Auflosbarkeitsstufe. Fiir 
p = 2 sind diese GK nach 3.4 stets metazyklisch, fiir p > 2 gibt es such 
andere : 
4.11 BEISPIEL. Sei K ein maximaler Oberkorper von p-Potenzgrad von 
Qp, iiber dem f = Xp-p nicht zerfallt. Dann ist in der Bezeichnungsweise 
von 3.4 
G, = (s, t,+ = tq, us = u, IA’ = ub), 
wobei in der Ordnung von s und t alle Primzahlen aujer p aufgehen (s ist 
also fiir den unverzweigten, t fiir den zahm verzweigten Teil Erzeugende), 
wiihrend u als Erzeugende der wilden Verzweigungsgruppe ein Element von 
p-Potenzordnung ist. Weiter ist q ein Hiiufungspunkt der Folge ppi (oder 
q=JJq,mitq,=Oundfiirl+ p ist qt = ztp mit geeigneter Einheitswurzel 
zi) und b eine primitive (p - l)-te Einheitswurzel. 
UNENDLICHEALGEBRAISCHE ZAHLKiiRPER 367 
Beweis. f hat iiber Q, einen rein verzweigten Zerfallungskorper L vom 
Grade p(p- 1) mit der vollen affinen linearen Gruppe iiber GF(p) als 
Galoisgruppe, also 
Gal (LIQ,) = (t,ulF’ = up = 1, U’ = u’), 
wo c eine Primitivwurzel modulo p ist. Die p-Sylowgruppe dieser 
Galoisgruppe ist zyklisch, andererseits besitzt K keine unverzweigte 
p-Erweiterung, die p-Sylowgruppe P von G, ist also die Wilde Verzweig- 
ungsgruppe und daher normal in G,. Nach 4.9 ist P zyklisch, G, erfiillt 
damit die Voraussetzungen von Satz 3.4, und aus der Struktur der obigen 
Faktorgruppe von GK ergibt sich leicht die Struktur von G,. 
In diesem Beispiel ist G, immerhin noch Produkt von zwei vertausch- 
baren zyklischen Gruppen, namlich (t) und (su). Die allgemeine Situation 
von Satz 3.4 mit a + 1 kann erst fur p 2 5 erreicht werden. 
4.12 BEISPIEL. Sei K ein maximaler Oberksrper von 5-Potenzgrad von 
Qs, iiber dem f = X5-5X+2 nicht zerfiillt. Dann ist 
G, = (s, t, u\tS = tq, us = u‘=, u’ = u-l), 
wobei fiir s, t, 1.4, q dasselbe wie in 4.11 mit p = 5 gilt und a eine primitive 
vierte Einheitswurzel ist. 
Beweis. Sei L der ZerfPllungskGrper von f iiber Qs. Weil f(X-2) ein 
Eisenstein-Polynom ist, ist ,f irreduzibel und L wild verzweigt tiber Qs. 
Die Diskriminante D = -3.5002 von f zeigt, da13 L die achten Einheits- 
wurzeln, also eine unverzweigte Erweiterung vom Grade 2 iiber Qs 
enthllt. 1st w eine Wurzel von f, so zerfallt f tiber Q5(w) in ein Produkt 
(X- w)g(w) mit g(X+ w) = X4+ 5wX3 + 10w2X2 + 10w3X+ 5(w4- 1). Nun 
ist 5(w4- 1) = f'(w), hat also die Norm D in Qs(w)lQs, woraus man 
w4- 1 als Primelement in Qs(w) erkennt. Das Newton-Polygon (siehe [3], 
11.5) von g zeigt, da13 die Wurzeln von g die Verzweigungsordnung 2 mit 
sich bringen. Es ergibt sich: Gal (LIQ& ist die voile affine lineare Gruppe 
iiber GF(5), L enthalt eine iiber Qs zyklische Erweiterung vom Grad 4 mit 
Restklassengrad 2, namlich Q&/5&), da es nur diese eine tiber Qs gibt 
([5], p. 241). Also ist 
Gal(LIQ,)= (s,t,u]s'= t, t2 = us = 1, us= u2, u'= u-l), 
ebenso wie in 4.11 schlieI3t man hieraus auf die Struktur von GK. 
5. REELLE STRENG-AUFL~SBARE ZAHLK~RPER 
Wir beginnen mit einem Beispiel. Seien K, und K, reel1 abgeschlossene 
Zahlkorper, deren Galoisgruppen von Involutionen s1 und s2 erzeugt 
werden. Der Durchschnitt K = Kl n K, besitzt dann als Galoisgruppe 
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G, die von s1 und s2 erzeugte Diedergruppe. K ist reell, hat also eine 
auflijsbare Galoisgruppe, ohne henselsch zu sein. Alle echten Zer- 
legungskiirper tiber K sind reel1 abgeschlossen, denn ware K,ein nichtreeller 
Henselkorper tiber K, so ware KU normal iiber K (G, ist Diedergruppe), 
nach 1.7 folgt K, = 8. 
Die Struktur von GK wird durch die Ordnung m von si s2 beschrieben. 
In m kbnnen alle Primzahlen auftreten: Sei etwa G die Diedergruppe, 
deren zyklischer Normalteiler vom Index 2 direktes Produkt aller 
zyklischen einfachen Gruppen ist. Nach Scholz (vgl. [16]) 1aBt sich C als 
Galoisgruppe einer Erweiterung von Q realisieren, erzeugt etwa von zwei 
Involutionen S und f, die Bilder von Involutionen s und t in G, sind. In 
Go erzeugen dann s und t eine Diedergruppe mit M = fl pm (tiber alle p), 
die alle anderen Diedergruppen (vom betrachteten Typ) als Untergruppen 
enthalt. 
Es ist fur die Struktur von K bzw. GK von Bedeutung, ob m gerade oder 
ungerade ist. Im ersten Fall sind s1 und s2 nicht konjugiert in G,, d.h. 
Kl und K2 nicht iiber K isomorph, d.h. K, und K2 induzieren verschiedene 
Anordnungen in K. Da es genau zwei Konjugiertenklassen von Involu- 
tionen in GK gibt, hat K such nur diese beiden Anordnungen. Gk ist 
zyklisch, von (sl s.# erzeugt, K besitzt daher zwei reelle quadratische 
Erweiterungen, die die einzigen reellen normalen Erweiterungen von K 
darstellen. 
Im zweiten Fall sind alle Involutionen in G, konjugiert, K besitzt also 
nur eine Anordnung und keine reellen normalen Erweiterungen, Gk ist 
zyklisch, von si s2 erzeugt. In beiden Fallen sind die Untergruppen von 
G, entweder Diedergruppen (zu reellen, nicht reel1 abgeschlossenen 
Oberkorpern von K) oder zyklisch. 
Wir wollen nun zeigen, dal3 dieses Beispiel einzig in seiner Art ist. 
Zunachst beweisen wir 
5.1 LEMMA. Sei K ein reeler Kiirper mit Galoisgruppe GK. Es sind 
tiquivalent 
a. G, hat eine abelsche 2-Sylowgruppe. 
b. G, hat eine endliche 2-Sylowgruppe. 
c. Jede reelle Erweiterung von K hat ungeraden Grad. 
d. Al/e reeilen algebraischen Oberkiirper von K haben nur eine 
Anordnung. 
e. GK ist das Produkt einer abelschen Gruppe ungerader Ordnung 
mit einer dort als Inversenbildung operierenden Involution. 
Beweis. 
a. + b. 3 c. : Nach 1.11 und 1 .I2 enthllt eine 2-Sylowgruppe von G, 
nur eine Involution. 
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c. => d. : Enthalt die 2Sylowgruppe von GK nur eine Involution, so ist 
K reel1 quadratisch abgeschlossen. Dasselbe gilt fur die Oberkijrper von K. 
d. =P e. : Sei s eine Involution in G,, sei L = K(J - 1) und A4 eine tiber 
K normale endliche Erweiterung von L. In G = Gal (MIICI) ist s, genauer 
das Bild von s, selbstnormalisierend nach 1 .lO. Somit induziert s auf 
H = Gal (M/L) einen involutorischen fixpunktfreien Automorphismus 
ht+hS. Also ist H abelsch von ungerader Ordnung mit h” = h-’ fur h aus 
H. Gleiches gilt dann such fur GL. 
Unter Berticksichtigung von 2.3 ergibt sich 
5.2 FOLGERUNG. Ist K ein reeller Zahlkiirper mit den Bedingungen von 
5.1, so ist G, eine Diedergruppe der Ordnung 224 mit ungeradem u. 
Bevor wir das volle Beispiel kennzeichnen, schicken wir zwei beniitigte 
Lemmata voraus. 
5.3 LEMMA. Sei K ein KCrper, K + L = K(i) mit iz + 1 = 0, so ist der 
Homomorphismus K”/ K” ’ + L” IL” ‘, der den Kern {k l} hat, genau dann 
surjektiv, wenn Kpythagoreisch ist, d.h. jede Quadratsumme ist Quadrat in 
K. 
Beweis. Die Behauptung iiber den Kern ist evident. Wir zeigen fiir 
pythagoreisches K, da13 jede Klasse (a + bi)K’ mit a, b E K ein Quadrat in 
L enthalt. Fur b = 0 ist das trivial, andernfalls ist 2(a + c)(a + i) = (a+ c + i)’ 
ein Quadrat aus (a+ i)Kx , wobei c eine Losung der Gleichung c2 = a2 + 1 
in K ist. 1st umgekehrt a2 + 1 kein Quadrat in K, so gibt a+ i eine neue 
Quadratklasse in L, denn N&a + i)b ist fur kein b E K” Quadrat in K. 
Hieraus folgt 
5.4 LEMMA. Sei K ein reeller Kiirper, L = K(x/ - l), die maximale normale 
2-Erweiterung A4 von L sei unendlich zyklisch. Dann ist Gal (M/K) eine 
Diedergruppe. 
Beweis. H = Gal (M/L) werde von x erzeugt, s sei eine K fixierende 
Involution. Ware s mit x vertauschbar, so hatte K die Quadratklassen- 
zahl 4 und nur eine reelle quadratische Erweiterung, ware also nicht 
pythagoreisch. Nach 5.3 miigte dann such L mindestens die Quadrat- 
klassenzahl4 haben, was der Voraussetzung widerspricht. Somit induziert 
s auf H einen nichttrivialen Automorphismus der Ordnung 2, da bleibt 
nur x’ = x-l .’ ubrig. 
Jetzt kommen wir zum Analogon von 3.4 fur reelle Zahlkorper. 
25 
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5.5 SATZ. Sei K ein reeller Zahlkiirper nut der Galoisgruppe G,. Es 
sind iiquivalent 
a. Alle reellen algebra&hen Oberkiirper von K haben nur endlich 
viele Anordnungen. 
b. Die 2-Sylowgruppe von G, hat keine freien, nichtabelschen Unter- 
gruppen. 
c. G, ist eine Diedergruppe. 
d. K ist Durchschnitt zweier reel1 abgeschlossener Zahlkiirper. 
Beweis. In der Kette a. * b. 3 c. - d. * a. sind die ersten beiden Pfeile 
zu erlautern. Stets ist L = K(J - 1). 
a. => b. : 
Wir kiinnen annehmen, dalj G, eine 2-Gruppe ist. L enthalt alle 2”-ten 
Einheitswurzeln, sonst hltte K eine unendliche reelle normale 
2-Erweiterung K’, die nach 1.10 unendlich viele Anordnungen hatte. Nach 
2.1 ist GL frei. Ware nun G, nichtabelsch, so kijnnte eine K fixierende 
Involution s auf GL nicht als Inversenbildung operieren, es gibt also ein 
x E G,, so dal3 x und x” = y unabhangig sind. Als Elemente einer freien 
Gruppe erzeugen sie eine freie Gruppe F vom Rang 2. Die Kommutator- 
gruppe F’ ist dann frei von unendlichem Rang. Wir bezeichnen mit L’ den 
Fixkijrper von F’, mit K’ den Fixkorper von s in F’, es ist also 
L’ = K’(J - 1). K’ hat als reeller Oberkorper von K eine endliche Quadrat- 
klassengruppe, sonst gabe es eine unendliche reelle elementar-abelsche 
2-Erweiterung K” von K’, und nach 1.10 hatte K” unendlich viele Anord- 
nungen. Ebenso sieht man, da13 K’ pythagoreisch ist, die pythagoreische 
Hiille von K’ ware sonst eine unendliche reelle normale Erweiterung von 
K’ (vgl. [4]), die wieder unendlich viele Anordnungen besage. Nach 5.3 
ha1 also such L’ eine endliche Quadratklassengruppe, dem widerspricht der 
unendliche Rang von F’ = G,. Also ist GL zyklisch, G, kann keine freien 
nichtabelschen 2-Gruppen enthalten. 
b. = c. : 
Zunachst sei GK eine 2-Gruppe. 1st GL nicht zyklisch, so ist L nach 3.1 
henselsch, nach 1.8 ware such K henselsch, was unmbglich ist. 
Fur beliebiges G, hat also G, eine zyklische 2-Sylowgruppe, o.E. + 1, 
da sonst 5.2 zustandig ist. Ein einfacher VerlagerungsschluB von Burnside, 
der implizit schon bei 2.4 benutzt wurde, zeigt, da13 L eine zyklische 
2-Erweiterung M von ungeradem Index in 0 besitzt ([6], IV.2.8). Auf 
einen maximalen reellen Teilkorper von M la& sich 5.2 anwenden, GM ist 
also zyklisch, etwa von y erzeugt. Gal (MlK) ist nach 5.4 eine Dieder- 
gruppe, erzeugt von einem L fixierenden Element x von 2-Potenzordnung 
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und einer K fixierenden Involution s, x und s seien dabei schon als Elemente 
von GK betrachtet. Die Behauptung c. ist gezeigt, wenn wir nachgewiesen 
haben, dal3 x und y kommutieren, denn dann ist GL zyklisch und fiir s 
bleibt nichts anderes iibrig, als inversenbildend auf GL zu operieren, da s 
selbstnormalisierend ist. Ware nun x nicht mit y vertauschbar, so g&be es 
eine Primzahl p + 2, so dal3 x nicht mit der p-Komponente von y 
vertauschbar ware. Durch Beschrlnkung auf eine (2, p}-Hallgruppe 
konnen wir annehmen, y habe p-Potenzordnung. Dann besteht eine 
Relation yX = yr, wo r eine Einheitswurzel von endlicher 2-Potenzordnung 
ist. Indem wir x durch eine entsprechende 2-Potenz von x ersetzen, wird 
r = - 1. Nun gilt andererseits die Relation y’ = y- ‘, also wiirde y mit sx 
kommutieren. Nun hat sx in Gal (M]IY) die Ordnung 2. Da GM von 
ungerader Ordnung ist, folgt aus 1.12, da13 sx such in GK die Ordnung 2 
hat, nach 1.11 also selbstnormalisierend ist. Damit haben wir den 
gewiinschten Widerspruch. 
6. FUNKTIONENK~RPER 
Man kann fragen, wie weit sich die Resultate auf andere K&per 
iibertragen lassen. ZunHchst relativiert sich die Situation: Bei absolut 
algebraischen Korpen ist jeder Automorphismus algebraisch,” im Falle 
der Zahlkorper hatten wir die eine grol3e Gruppe Go aller Automorphismen 
von 0, deren “kleine” Untergruppen wir studierten. Sobald ein trans- 
zendentes Element auftritt, existieren nichtalgebraische Automorphismen, 
die algebraischen Automorphismen selbst bilden keine Gruppe, Konstruk- 
tionen wie zu Beginn von $5 sind mit Vorsicht zu behandeln. Man hat 
sich hier auf einen festen Korper K zu stiitzen und nur die algebraischen 
Oberkorper von K, also die Untergruppen von G, zu untersuchen. 
Der nlichstliegende Fall ist der, dal3 K vom Transzendenzgrad 1 iiber 
einem absolut-algebraischen K&per der Charakteristik p > 0 ist, etwa ein 
Funktionenkijrper i.iber einem Galoisfeld. Auf diesen Fall Ia& sich die 
gesamte Untersuchung fast wortlich tibertragen ($5 wird natiirlich 
iiberfliissig). Denn wie bei Zahlkorpern zerfallt such hier eine zentrale 
Algebra endlicher Dimension, wenn sie tiber allen Zerlegungskiirpern 
zerfallt, und lokal wird ein zentraler Schiefkorper der Dimension n2 von 
jeder Erweiterung vom Grade n zerfallt. Nur diese beiden Tatsachen 
werden beim Beweis von 2.1 verwendet, der Satz gilt somit such in diesem 
Falle, wobei hinzuzufiigen ist, da13 die p-Sylowgruppen von G, (p = Char 
K) ohne jede Bedingung automatisch frei sind ([15], 11-4). Die Struktur 
der henselschen Kijrper ist im iibrigen analog wie im Zahlkiirperfall, die 
Satze von $2 und $3 gelten alle such hier. 
I8 Siehe die erste F&note in 81.a. 
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Damit scheinen die Ubertragungsmiiglichkeiten such schon erschopft 
zu sein. Entweder werden die Satze falsch, weil keine Klassenkorper- 
theorie existiert, mit der 2.1 bewiesen werden konnte, oder aber die 
Untersuchungen werden trivialer : 
1st z.B. K vom Transzendenzgrad 1 tiber einem algebraisch abgeschlos- 
senen K&-per k, so sind nach dem Satz von Tsen alle I-Untergruppen von 
GK frei, streng-aufliisbare Untergruppen von G, sind also nur die in 2.4 
beschriebenen Z-Gruppen. Hier sind iibrigens die (henselschen) Zer- 
legungskorper nicht unbedingt auflosbar wie im Zahlkbrperfall : 1st etwa u 
eine Funktionalfortsetzung einer Bewertung von k auf K, so ist der 
Restklassenkiirper von u i.a. nicht auflosbar. 
1st K vom Transzendenzgrad 1 iiber einem reel1 abgeschlossenen 
K&per, so konnen als streng-au&bare Untergruppen von GK auBer 
Z-Gruppen noch Diedergruppen auftreten (Satz 5.5 ist hier giiltig). 
7. ANHANG: AUFL~SBARE NICHTHENSELSCHE K&PER 
Das bewertungstheoretische Verhalten nichthenselscher streng- 
au&barer Zahlkiirper K ist merkwiirdig einfach: lm nichtreellen Fall 
sind alle Bewertungen von K in R voll zerlegt (3.4) im reellen Fall treten 
als Zerlegungsgruppen nur Gruppen der Ordnung 2 auf (5.5). Dieses 
Verhalten kann man unter dem Blickwinkel eines allgemeinen Satzes von 
Neukirch ([IO], 4.5) sehen, der zeigt, da13 ein nichthenselscher aufliisbarer 
K&per als Zerlegungsgruppen nur p-Gruppen oder {2,3}-Gruppen haben 
kann. Ein triviales Beispiel fiir diese Situation sind die Fixkbrper der 
Sylowgruppen von G,. Wir wollen diesen Satz etwas verscharfen und 
zitieren zunachst ein in [IO] (2.8) aus dem Krasnerschen Lemma und 
dem Approximationssatz gefolgertes 
7.1 LEMMA. Sei K Durchschnitt der separabel algebra&hen Oberkiirper 
K,(i = 1,. . . , r), Ki seien henselsch beziiglich der Bewertungen vi. Sind die 
vi auf K verschieden, so sind die Ki die Zerlegungskorper von vi iiber K. 
7.2 SATZ. K sei nichthenselscher Kiirper mit auf-liisbarer Galoisgruppe 
GK. Dann gibt es eine Primzahl p, so dab’ die Zerlegungsgruppen GKI) fiir alle 
Bewertungen v von K p-Gruppen sind; fiir p = 3 sind zudem such semi- 
direkte Produkte einer 3-Gruppe mit einer Gruppe der Ordnung 2 zuzulassen. 
Beweis. Der Vollstgndigkeit halber wird zunachst Neukirchs Beweis 
wiederholt. Wir nehmen an, die Gruppen G,” seien nicht p-Gruppen mit 
konstantem p. Dann gibt es zwei algebraische henselsche KSrper KI und 
K, iiber K, deren Galoisgruppe G,, = G, bzw. G,, = G, eine zyklische, 
von 1 verschiedene pi-bzw. pz-Gruppe ist (pl =+= pz), namlich eine p,-bzw. 
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p,-Untergruppe von GKul bzw. GK,, (ui, uz sind Bewertungen von iT). Da 
K nicht henselsch ist, kbnnen wir u1 =I= u2 annehmen, andernfalls trans- 
formiere man einen der K&per mit einem u1 nicht invariant lassenden 
Element aus GK. 
1st Gz endlich, so istp, = 2. Dann ist jedenfalls G1 unendlich. Adjungiert 
man ein wegen q =l= v2 in K2 existierendes Element a mit ~~(a) + ~~(4 
noch zu K,, so wird G1 nicht trivial. Wir kiinnen also annehmen, dal3 o1 
und v2 auf D = K1 n K2 verschieden sind, was nach 7.1 zur Folge hat, 
da13 Kl und K, Zerlegungskiirper von v1 bzw. v2 iiber D sind. Wir zeigen, 
da8 in dieser Situation GD, und damit such G,, i.a. nicht au&bar ist 
und unterscheiden drei Falle. 
Zunachst sei p1 -p2 > 1. Wahle irreduzible Polynome fi vom Grad pi 
iiber Ki (i = 1,2) undp, -p2 verschiedene Elemente aj aus D und bestimme 
nach dem Approximationssatz ein Polynom f(X) iiber D vom Grade pl, 
das tiber Kl den gleichen Zerlegungstypus wie fi, tiber K, den gleichen 
Zerlegungstypus wie f2. n (X - uj) hat. f ist dann tiber D irreduzibel und 
spaltet iiber K2 zwei Nullstellen ab, ohne voll zu zerfallen. Die Galois- 
gruppe von f iiber D ist von Primzahlgrad und nicht linear, nach einem 
Satz von Galois ([6], 11.3.6) also nicht aufliisbar. 
Es bleibt der von Neukirch nicht behandelte Fall p1 = 3, p2 = 2 iibrig. 
Zunachst nehmen wir an, G2 sei unendlich. Sei fi ein irreduzibles Polynom 
vom Grad 9 tiber K,, f2 ein irreduzibles Polynom vom Grad 8 tiber K2. 
Sei f ein fi beztiglich v1 und X. f2 beztiglich u2 approximierendes 
Polynom vom Grad 9 iiber D, so enthalt die Galois- gruppe H von f 
iiber D einen Zyklus der Lange 9 und einen der Lange 8. Somit ist H eine 
primitive (ja zweifach transitive) au&bare Untergruppe der sym- 
metrischen Gruppe S,, la& sich also nach einem ebenfalls auf Galois 
zurtickgehenden Satz als affine Gruppe auf der Ebene iiber GF(3) 
darstellen ([6], 11.3.2 und 3.5). Die 3-Sylowgruppe der GL(3, 3) hat aber 
den Exponenten 3, kann also keinen 9-Zyklus beherbergen (vgl. such [6], 
II.3 Aufgabe). 
Es bleibt der Fall p1 = 3, p2 = 2 mit G2 = Z/22 tibrig. Dieser Fall la& 
sich genau dann nicht vermeiden, wenn die Zerlegungsgruppen iiber K 
nur die Ordnungen 1, 2, 3” oder 2.3 m besitzen. Dies war aber gerade die 
zugelassene Ausnahme. 
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